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Algorithmen und Datenstrukturen

1. Zusammenfassung 

Im Bereich der Algorithmen und Datenstrukturen beschäftigt man sich mit unterschiedlichen Gesichtspunkten von Benutzer und Programmierer, wobei insbesondere auf Daten und Operationen und Datenstrukturen und Algorithmen eingegangen wird, der Effektivität von Programmen und deren Realisierung durch unterschiedliche Datenstrukturen. Weiters interessiert man sich für die Vielseitigkeit der Datenstrukturen, die anhand eines Beispiels von Schlitzkarten erläutert wird, ihre Zugriffsalgorithmen, Rechenmodelle und Komplexität, Datenstrukturtypen und das Zusammenwirken von Algorithmus und Komplexität. Auf die einfachen Datenstrukturen und Zugriffsalgorithmen wird in Form des Stapels, der Warteschlange und des Wörterbuches eingegangen. Die Rechenmodelle und Komplexität werden mithilfe des Speichers mit Direktzugriff, Probleminstanzen, Problemklassen und Asymtotik, Schranken und Problemreduktion diskutiert. Die Datenstrukturen werden durch implizite Datenstrukturen, Vorrangschlange, Hashing und verkettete Listen abgehandelt. Auf das Zusammenspiel von Algorithmus wird mittels Heapsort und Plane‑Sweep eingegangen. 

2. Benutzer kontra Programmierer – zwei verschiedene Sichtweisen

2.1. Benutzer: Daten und Operationen

Bis in die 80er Jahre verlangte die Nutzung des Computers Programmierkenntnisse. Der Anwender musste sich Grundkenntnisse im Bereich der „Algorithmen und Datenstrukturen“ aneignen. Seitdem hat sich einiges aufgrund der graphischen Benutzerschnittstelle und einer Vielzahl von Anwendungspaketen geändert. Für den Benutzer sind Daten Informationen, die eine Aufgabe und ihre Lösung definieren. Der Benutzer ist als Problemlöser zu betrachten, d.h. dass sein Hauptaugenmerk auf den Operationen liegt, die auf verschiedenen Daten definiert sind, und auf der Zusammensetzung eben dieser gegebenen Operationen zu einem Lösungsvorgang. Das Wissen um die Funktionsweise einer vorgegebenen, elementaren Operation ist für den Benutzer nicht relevant. Diese Sichtweise wird durch den Begriff des (abstrakten) Datentyp charakterisiert. Ein Datentyp ist durch seinen Wertebereich und durch die darauf definierten Operationen gekennzeichnet. Der Benutzer ist an nützlichen, anwenungsbezogenen Operationen, die sein Problem möglichst auf Anhieb lösen, interessiert. 

2.2. Programmierer: Datenstrukturen und Algorithmen

Die Sichtweise des Programmierers unterscheidet sich von der des Benutzers grundlegend. So ist es für den Programmierer nicht unwesentlich wie Datentypen sich durch elementare Dateneinheiten (ganze Zahlen, Bytes, Adressen usw.) darstellen lassen und wie die darauf definierten Operationen durch Elementaroperationen einer vorgegebenen Programmiersprache oder eines Computers zu verwirklichen sind. Auch muss – wie sich der Laie oftmals nicht weiß – auf - auf den ersten Blick unbedeutend erscheinende - Details geachtet werden. Es ist z.B. nicht egal ob eine Matrix zeilen- oder spaltenweise in ihrem Adressraum gespeichert ist, besonders dann nicht, wenn es sich um dynamische Datenmengen handelt. Schließlich hat der Programmierer nicht nur auf eine korrekte Implementierung sondern auch auf angemessene Effizienz zu achten. Der Reaktionszeitraum der Software hat im allgemeinen eine Zehntelsekunde, maximal jedoch eine Sekunde zu sein. Wenn das Programm zu langsam ist, wird der Benutzer auf ein anderes Produkt wechseln. Die Effizienz ist daher der zentrale Begriff im Bereich „Algorithmen und Datenstrukturen“. 

3. Mögliche Datenstrukturen und ihre Vielfalt

3.1. Erklärung anhand eines Beispiels – Schlitzkarten
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Allgemeines

Bild 1. [1] Schlitzkarten mit binären Attributen 

Die Schlitzkarten ermöglichen eine physische Realisierung der Attribute. Man betrachtet die einzelnen Worte und kennzeichnet die Stelle, in der sich ein vorkommendes Attribut befindet indem man das betreffende Loch zu einem Schlitz erweitert. Mit diesem System möchte man in diesem Beispiel ein Kreuzworträtsel lösen können. 

Persönliche Erklärung: Anders ausgedrückt enthält das Wort „BEAUTIFUL“ die Attribute „A“, „E“, „I“, „U“ und „¬O“. Daher findet man an diesen Stellen in der Karte Schlitze und an den gegenteiligen Stellen Löcher. Da bei dieser Methode nach zehn Eigenschaften gesucht wird, die man paaren könnte als Teil und Gegenteil („A“ und „¬A“, „E“ und „¬E“, „I“ und „¬I“, „O“ und „¬O“, „U“ und „¬U“), muss eine Karte immer genau fünf Löcher und fünf Schlitze aufweisen, wenn sie vollständig und korrekt sein soll. Der Korrektheit ist noch hinzuzufügen, dass Schlitze bei zwei gegensätzlichen Attributen auf einen Fehler hinweisen. So kann ein Wort nicht z.B. gleichzeitig das Attribut „A“ und „¬A“ enthalten. 

Die Funktionsweise dieses Systems ist einfach. Man reiht die Karten hintereinander auf und steckt lange Nadeln durch die Löcher, z.B. durch „E“ und „¬O“. „BEAUTIFUL“ und „EXETER“ fallen heraus, „OHAMA“ bleibt an beiden Nadeln und „OMEGA“ an der Nadel für „¬O“ hängen. Man sieht also, dass Schlitzkarten eine elegante Struktur sind um einen Direktzugriff auf mehrere Attribute zu realisieren. Das streng definierte Format zeigt sowohl die Vorteile als auch die Nachteile der Struktur. Nach der Wahl der Attribute sind die Zugriffsmöglichkeiten beschränkt. Man sollte sich daher überlegen, wie man Abfragen, die durch boolesche Ausdrücke („und“, „oder“, „nicht“) und durch mehrere Durchläufe verwirklicht werden, durchführt. Mit diesem Wissen ausgerüstet sehen wir uns jetzt zwei Ansätze für das Kreuzworträtselbeispiel an. 

3.1.2. Lösungsansätze für Kreuzworträtsel

3.1.2.1. Backtrack-Algorithmus

Bei diesem Ansatz wird die Semantik im Kreuzworträtsel ignoriert. Es werden beliebige Lösungen gesucht. Hiefür ist eine Datei mit allen Wörtern der Sprache ohne Kommentar vonnöten. Semantische Hinweise, wie etwa „letzter Buchstabe im griechischen Alphabet“, werden ignoriert. Gesucht werden alle Wörter, die in den Platz passen. Im Ergebnis befindet sich unter anderem auch „OMEGA“. Dieser Ansatz ist zwar zu rechenintensiv um bei menschlichem Vorgehen in Betracht gezogen zu werden, sollte aber beim Programmieren nicht ausgeschlossen werden. Die Vorteile bestehen in der Einfachheit und der Allgemeinheit. Nur notwendige Daten werden ohne Vorverarbeitung verwendet. Problemspezifisches Wissen wird durch Rechenleistung ersetzt. Auf eine ähnliche Art und Weise haben Computer Logarithmustafeln überflüssig gemacht, da zumeist das wiederholte Auswerten einer Funktion günstiger ist als die Speicherung vieler Funktionswerte. Daher ist „keine Datenstruktur“ auch als Lösung des Problems zu betrachten. 

3.1.2.2. Expertensystem

Dieser Ansatz funktioniert völlig komplementär zum vorher vorgestellten. Hier werden Hinweise, die zur Lösung führen genutzt. Um dies zu erreichen, wird das Expertensystem mit möglichst viel Vorwissen ausgestattet. Dafür nutzt man „semantische Netze“. Das sind gewaltige Graphen, deren Knoten Wörter zugewiesen sind und deren Kanten Beziehungen zwischen den Begriffen, die diesen Wörtern entsprechen, darstellen. Es gäbe hier z.B. differente Beziehungen von „OMEGA“ zu anderen Knoten: „OMEGA“ ist ein „BUCHSTABE“, gehört in ein „ALPHABET“ und hat zu tun mit „GRIECHISCH“. Um also dem Hinweis „letzter Buchstabe im griechischen Alphabet“ nachzukommen, würde ein Expertensystem einen Suchvorgang in einem semantischen Netz, ausgehend von den Knoten „BUCHSTABE“, „GRIECHISCH“ und „ALPHABET“, in der Hoffnung dabei auf „OMEGA“ zu stoßen, starten. Der Nachteil besteht darin, dass Beziehungen zwischen den Begriffen subjektiven Charakter haben. Das bedeutet, dass ein semantisches Netz eine unregelmäßige, komplizierte Datenstruktur ist. In ihr zu suchen ist zeitaufwändig und bietet keinerlei Erfolgsgarantie. Das aktuellste Beispiel von semantischen Netzen ist das World-Wide-Web. 
4. Einfache Datenstrukturen und Zugriffsalgorithmen

4.1. Stapel

4.1.1. Datenmenge und Implementierung

Ein Stapel ist eine der einfachsten und nützlichsten Datenstrukturen. Push und Pop sind Zugriffsoperationen. Mit Push wird ein Element auf den Stapel gelegt, mit Pop wird das oberste Element wieder entfernt. Auf einen Stapel können auch andere Operationen definiert werden. Mit Top fragt man den obersten Wert ab. Create erzeugt einen leeren Stapel. Empty ermittelt, ob ein Stapel leer ist. Auch Mischungen aus den einzelnen Operationen sind denkbar. Es könnte beispielsweise eine Prozedur definiert werden, die gleichzeitig den Stapelinhalt ändert und einen Wert zurückliefert. Hat man einen Stapel, der auch voll sein kann, dann bedient man sich der Funktion Full. Diese Funktion Full kann sich, abhängig von der Implementierung, unterschiedlich verhalten. Bei der dynamischen Speicherverwaltung, z.B. kann ein und derselbe Stapelzustand sowohl Full = true als auch Full = false ergeben, abhängig davon wie viel Speicher andere Programme, die nichts mit dem Stapel zu tun haben, gerade benötigen. 

Stapel werden auch Stack oder Keller genannt.

4.1.2. Der Stapel als Hochseil für Algorithmenakrobatik

Die Datenstruktur „Stapel“ ist hilfreich darin, um bei unterschiedlichen Algorithmen über die Abarbeitung der unterschiedlichen Tätigkeiten Buch zu führen. Es kann so sicher ermittelt werden, was schon erledigt wurde und was noch in welcher Abfolge zu erledigen ist. Dies ist z.B. bei Programmiersprachen von Bedeutung, wenn es um eine korrekte Klammersetzung geht. Dazu benötigt man ein Alphabet, z.B. A = {(, ), [; ]}, dass jeweils aus öffnenden und dazugehörigen schließenden Klammern besteht. Die einzelnen Klammern sind dabei die Buchstaben (Terminalsymbole). Korrekt geschachtelte Klammerausdrücke müssen über diesem Alphabet definiert werden. Diese müssen auch erkannt werden, wie z.B. die leere Zeichenkette ε, sowie (), ()(), [], ()[],(()[]); jedoch nicht unausgewogene wie ((() oder solche, bei denen die Klammertypen fehlerhaft verzahnt sind, wie in [)(]. Bei Programmiersprachen muss beispielsweise das Klammerpaar begin und end zusammenpassen. Andere Symbole, die geklammert werden sollten sind Zahlen in arithmetischen Ausdrücken, Parameter in Parameterlisten, ...

Klammerausdrücke, die korrekt geschachtelt sind, werden durch eine Grammatik mit folgenden Produktionen definiert. F und K sind Nichtterminalsymbole. K steht für alle durch ein einziges, auf äußerster Stufe durch ein Klammerpaar begrenzten, Zeichenketten, z.B. ()[]. Die erste Produktion besagt, dass eine Folge F entweder leer sei oder mit K beginne und von einem F gefolgt sei. Die zweite Produktion besagt, dass ein K eine in einem Klammerpaar eingeschlossene Folge sei:

F ( ε|KF

K ( ( F ) | [F]

Aufbau eines solchen Programmteiles – adaptiert für dieses Beispiel:

Initialisiere S als leeren Stapel: [2]

while noch nicht alle Zeichen gelesen do
   begin lies nächstes Zeichen x;

      if x = ’)’

         then push (S, x)

            else {x = ‘)’}

            {hole zugehörige ‘)’ vom Stapel}

               if empty(S)

                  then {kein wohlgeformter Klammerausdruck}

                  else pop(S)

   end; {while}

if not empty(S)

   then {kein wohlgeformter Klammerausdruck]

Solche Produktionen lassen sich automatisch in rekursive Prozeduren, deren Aufrufstruktur exakt die Struktur der Produktionen widerspiegelt, umsetzen. Ein optimierender Compiler kann daraus maschinennäheren Code erzeugen.

Die Datenstruktur Stapel ist noch viel allgemeiner einsetzbar. Die Implementierung von rekursiven Prozeduren und das Traversieren (vollständiges Absuchen) beliebiger Graphen wird klar und effizient durch einen Stapel, der alle noch nicht erledigten Aufgaben in der richtigen Reihenfolge verwaltet, realisiert. 

4.2. Warteschlange
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Auch die Warteschlange verwaltet eine Menge zu erledigender Aufgaben, allerdings zumeist nach dem FIFO
-Prinzip. Die wichtigsten auf einer Warteschlange definierten Prozeduren sind enqueue (in die Schlange eintreten), dequeue (aus der Schlange austreten) und front (Abfrage, wer der nächste ist). Der Kopf der Schlange wird durch den Index out gekennzeichnet, die erste freie Zelle am Schwanz der Schlange durch in. Die Indizes in und out sind Zähler modulo Pufferkapazität m. Die Indizes dürfen sich dabei nie überholen, da die Anzahl der Einträge nur von 0 bis m variieren darf. 

Bild 2. [1] Einfügen und Löschen im zirkulären Puffer

Die Zustände Schlange leer und Schlange voll könnten beide der Bedingung in = out entsprechen, müssen aber verschieden Darstellungen haben. Führt man einen zusätzlichen Zähler n (= Anzahl der Einträge) ein, so führt dies zu den Charakterisierungen: Schlange leer: in = out, n = 0 und Schlange voll: in = out, n = m. Dies ist bei der oben angeführten Graphik nicht der Fall. Es wird wie folgt charakterisiert:

Schlange leer: in = out

Schlange voll: (in + 1) mod m = out

Dass auf die Variable n verzichtet wird, bedeutet, dass im zirkulären Puffer immer mindestens eine leere Zelle vorhanden sein muss. Sie wird Wächter (sentinel) genannt und verhindert, dass auch beim Füllen der Schlange die Bedingung in = out entsteht. 

Die Begründung, warum man einen Wächter und keine Variable wählt, findet man im Gebiet der parallelen Prozesse. 
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Die Synchronisierung zweier asynchron ablaufender Prozesse wird im Erzeuger-Verbraucher-Paradigma behandelt. Ein Erzeuger erzeugt in unregelmäßigen Abständen Datenelemente. Ein Verbraucher empfängt und verarbeitet diese. Warteschlangen gleichen zeitliche Schwankungen in der Erzeugungs- und Verbrauchsrate aus. Sie funktionieren nur, wenn die mittlere Datenrate der beiden Prozesse gleich ist, da ein schnellerer Erzeuger zu einer vollen Schlange und ein schnellerer Verbraucher zu einer leeren Schlange führt. 

Bild 3. [1] Zugriff auf gemeinsame Variablen

Die Prozeduren Enqueue und Full werden vom Erzeuger aufgerufen, die Prozeduren Dequeue und Empty vom Verbraucher. In der Graphik wird gezeigt, wer wie auf die Variablen in, out und n zugreift. Sowohl der Erzeuger als auch der Verbraucher haben Lese- und Schreibzugriff auf den Zähler n, um ihn zu inkrementieren oder zu dekrementieren. D.h. n ist eine gemeinsame Variable der Prozesse Erzeuger und Verbraucher. Gemeinsame Variablen als Synchronisationsmittel müssen mit einer Sperre (lock) ausgerüstet sein um zu vermeiden, dass nicht beide Prozesse zeitgleich darauf zugreifen, was zu einer Erzeugung von inkonsistenten Werten führen könnte. Wird die gemeinsame Variable n eliminiert, so entsteht das einfachere Bild rechts. Nur der Erzeuger hat Schreibzugriff auf die Variable in. Bei der Variable out ist es genau umgekehrt. Die Variablen in und out sind gemeinsame Variablen, jedoch in einem schwächeren Sinn als n, und auch einfacher umzusetzen. 

Es gibt auch Warteschlangen, die etwas anders funktionieren. Bei ihnen wird den zu bearbeitenden Elementen eine Priorität zugewiesen. Man erhofft man sich, dass die Elemente anhand ihrer Priorität bearbeitet werden. Elemente mit höherer Priorität sollen solchen mit niedriger gegenüber vorgezogen werden, was bedeutet, dass sie entsprechend früher aus der Schlange entfernt werden. Diese Warteschlangen werden Vorrangwarteschlangen (priority queues) genannt. Ein Beispiel hiefür ist im Kapitel 6.2 zu finden. 

4.3. Wörterbuch

Beim Wörterbuch wird auf Einträge, die durch Attribute (z.B. ihren Namen) definiert sind, zugegriffen. Die genaue Position des Eintrages unbekannt, d.h. er muss gesucht werden. Da nicht nur der gesuchte Eintrag angesehen wird, ist der Zeitaufwand für den Zugriff im Normalfall nicht konstant. Er wächst mit der Größe des Wörterbuches. Für die Stärke des Wachstums als Funktion der Anzahl n der Einträge sind unter anderem verantwortlich:

· Struktur des Wertebereiches der Einträge
Es ist zwischen ungeordneten und total geordneten Mengen zu unterscheiden. Bei ungeordneten Mengen müssen u.U. alle n Einträge untersucht werden um den gesuchten zu finden oder festzustellen, dass der Eintrag nicht vorkommt. Effizienteres Suchen ist bei total geordneten Mengen (Zahlen, lexikographisch geordnete Zeichenketten) möglich. 

· Art der erlaubten Abfragen
Eine Punktabfrage sucht einen Eintrag unter Angabe aller Suchattribute (Schlüsselwerte). Eine Bereichsabfrage verlangt alle Einträge, deren Attribute gewisse Bedingungen erfüllen. 

· Statisches oder dynamisches Wörterbuch
Beim statischen Wörterbuch ist der Inhalt vor der Wahl der Datenstruktur bekannt und verändert sich nie. Bei einem dynamischen Wörterbuch werden zwischen den Abfragen Einträge gelöscht oder eingefügt. 

Datenstrukturen werden als Wörterbuch bezeichnet, wenn sie die folgenden drei elementaren Operationen zur Verfügung stellen [3]: 

· data is_member(key k): Hiermit überprüft man, ob es zu dem Schlüssel k einen zugehörigen Datensatz im Wörterbuch gibt. Ist ein entsprechender Datensatz vorhanden, so wird er ausgegeben, sonst erfolgt die Ausgabe eines leeren Datensatzes. 

· insert (data d, key k): Wenn noch kein anderer Datensatz im Wörterbuch mit dem Schlüssel k bereits enthalten ist, dann wird ein Datensatz d eingefügt. 

· data delete (key k): Der betreffende Datensatz, der den Schlüssel k enthält, wird aus dem Wörterbuch entfernt und sein Ergebnis wird zurückgeliefert. 

Grundsätzlich sind für ein Wörterbuch von Bedeutung ein Universum U, die Anzahl der Elemente N in ebendiesem Universum, die Menge m der vorkommenden Schlüssel, die gespeichert werden sollen. Logischerweise wird m ausnahmslos kleiner sein als N. Die Größe des Wörterbuches wird mit n beschrieben. Unter Größe versteht man hierbei die Menge der Einträge, die besagtes Wörterbuch zu fassen vermag. Im Allgemeinen hat die Regel m ≤ n << N Gültigkeit.

5. Rechenmodelle und Komplexität

5.1. Speicher mit Direktzugriff

Anhand des Zeit- und Speicherbedarfes werden die Komplexität eines Problems und die Qualität des das Problem lösende Algorithmus gemessen. Einer Komplexitätsaussage liegt ein Rechenmodell zugrunde, das die elementaren oder primitiven, erlaubten Operationen festlegt und auf die alle Abläufe zurückgeführt werden. Für die praktische Algorithmik ist das das Rechenmodell der Registermaschine, welche im grundeliegenden aus einem unbeschränkt großen Speicher besteht, der in Zellen oder Register eingeteilt ist. Vereinfachende Hauptannahmen sind:

· Der Adressraum ist unbeschränkt, d.h. der Speicher ist nie voll.

· Jede Zelle kann eine Zahl beliebiger Größe speichern.

· Jede arithmetische Operation +, -, *, / und jeder Vergleich <, =, > zweier zahlen ist eine Elementaroperation, die die Maschine in einer Zeiteinheit ausführt. (( arithmetische oder reelle Komplexität)

Das Registermaschinenmodell ist zwar unrealistisch für die Berechnung schnell wachsender Folgen, trifft aber auf die Mehrzahl der in der Praxis vorkommenden Berechnungen, bei denen die Größe der Zahlen beschränkt ist, gut zu. Für binäres Suchen ist die totale Anzahl der verschiednen Elementaroperationen proportional zu log2 n, was mit Zeitaufwand O(log2 n) abgekürzt wird. Der Speicherbedarf beträgt n Zellen (eine pro Eintrag im Wörterbuch zuzüglich einer konstanten Anzahl von Zellen für Variablen),was mit Speicherbedarf O(n) abgekürzt wird. 

5.2. Probleminstanzen, Problemklassen und Asymptotik

Die Asymtotik dient zur Messung der Komplexität von Problemen und Algorithmen. Der Ausdruck „Problem“ bedeutet in der Algorithmik soviel wie Problemklasse P(n) mit unendlich vielen Probleminstanzen. Die Berechnungskomplexität verschiedener Algorithmen für dieselbe Probleminstanz kann durch Vergleich von Zahlen angegeben werden. Es ist oft ausreichend, wenn nur die Wachstumsrate einer Funktion angegeben wird statt deren Formel.

5.3. Untere Schranken

Algorithmen für dasselbe Problem können sich in ihrer Effizienz stark unterscheiden. Man ist daher an der Frage interessiert, ob es optimale Algorithmen gibt und woran sie erkannt werden können. Wenige untere Schranken lassen sich leicht herleiten. Sie sind schwierig zu beweisen, da sie wie alle Unmöglichkeitsaussagen der Mathematik einen großen Anspruch auf Allgemeinheit erheben. Zum Beweis der oberen Schranke genügt es einen Algorithmus anzugeben, der die Leistung erbringt. Die untere Schranke jedoch bleibt eine Aussage über alle unendlich vielen Algorithmen einer bestimmten Klasse. 

5.4. Problemreduktion

Die Problemreduktion ist die am meisten angewandte Methode um eine Schranke herzuleiten. Aus einer bereits bekannten unteren Schranke zu beweisen reduziert man ein bekanntes Problem auf ein unbekanntes, um eine obere Schranke mittels eines neuen, effizienteren Algorithmus zu entdecken, reduziert man ein unbekanntes Problem auf ein bekanntes. 

6. Datenstrukturtypen

6.1. Implizite Datenstrukturen, Adressberechnung

Der zirkuläre Puffer gehört zur primitivsten Klasse von Datenstrukturen, die auch implizite Strukturen genannt werden. Zirkuläre Puffer sind nicht statisch, da sie wachsen und schrumpfen, aber nur begrenzt dynamisch. Einträge können auch nur an den Rändern der aktuellen Datei eingefügt oder gelöscht werden. Dann kann man Funktionen zur Adressberechnung, die die gewünschten Einträge schnell lokalisieren, finden. Selbiges gilt auch für den Heap, der Adressberechnung bis zur Grenze der dynamischen Datenverwaltung treibt.

Um Daten an beliebigen Orten einfügen und löschen zu können verwendet man Hashtabellen und verkettete Listen. Datentypen, die nur Suchen und Einfügen unterstützen, werden mit einer Kombination aus Adressberechnung und Randomisierung realisiert, wobei effiziente Datenstrukturen in Form von Hashtabellen entstehen. Wirklich dynamische Datensammlungen, die zusätzlich Löschoperationen und Nachbarschaftsabfragen unterstützen, benötigen verkettete Listen.

6.2. Die Vorrangschlange, als Heap implementiert

Eine Vorrangschlange basiert auf dem FIFO-Prinzip, wobei allerdings nicht das First‑in‑first‑out‑Prinzip gilt, sondern die Elemente ihrer Priorität nach behandelt werden. Warteschlangen werden als geordnete Folge der Einträge verwaltet und mit der Operation Enqueue das Suchen des korrekten Einfügeorts verbunden. Das führt zu effizienten Implementierungen, z.B. zur Datenstruktur Heap. Eine Vorrangschlange lässt das Einfügen beliebiger Werte zu, Abfragen oder Entfernung von Werten sind jedoch nur am Kopf, wo das Element mit dem minimalsten Wert sich befindet, zulässig. Die Einfügeoperation wird Insert genannt, die für die Abfrage Min und die Löschoperation Deletemin. 

Ein Heap sei ein binärer Baum, der zwei Bedingungen zusätzlich zu den üblichen erfüllt: 

· Struktur- und Ausgewogenheitsbedingung:
in einem Baum der Höhe h >= 0 haben alle Wege von der Wurzel zu einem Blatt die Länge h oder h – 1. Wege der Länge h – 1 befinden sich ausschließlich auf der rechten Seite des Baumes.

· Inhalts- oder Ordnungsbedingung:
auf jedem Weg von der Wurzel zu eine Blatt nehmen die Knotenwerte monoton zu.

Ein Heap enthält viele Teil‑Heaps. Jeder einzelne Knoten ist ein Teil‑Heap, aber auch Teilbäume. Da alle Heap‑Operationen entlang eines einzigen Weges von der Wurzel zu einem Blatt ablaufen, wächst der Zeit- oder Arbeitsaufwand jeder Heap‑Operation höchstens logarithmisch mit der Anzahl der Knoten. Die Operation Min wird in konstanter Zeit durch Direktzugriff auf die Wurzel realisiert. Deletemin und Insert ändern den Inhalt der Warteschlange. Die Strukturbedingungen des Baumes wird dazu ausgenutzt, um die Knoten regelmäßig in ein lineares Feld einzubetten. Die Wurzel, mit der man beginnt, erhält die Nummer 1. Die Knoten werden der Breite nach nummeriert (breath‑first‑order). Dies geschieht Stufe um Stufe und innerhalb derselben Stufe von links nach rechts. Jeder Eintrag erhält einen Index von 1 bis n. Der Knoten i hat Kinder mit den Indizes 2 * i und 2 * i + 1 und einen Elternknoten mit dem Index i div. 2. D.h., dass jeder Schritt zu einem Nachbarknoten im Heap durch Verdoppeln oder Halbieren eines Index im Bereich 1 bis n geschehen. Dies gilt auch für Teil‑Heaps. Der Heap ist eine implizite Datenstruktur, da Nachbarschaftsbeziehungen nicht zwischen Datenelementen nicht explizit durch Zeiger, sondern durch Formeln in den zugriffsvariablen dargestellt sind. Implizite Datenstrukturen werden eingesetzt, wenn sich strukturelle Bedingungen zwischen den Knoten wenig ändern. 

6.3. Hashing

Datenstrukturen, die aus „Zugriff gemäß Inhalt“ (content‑adressabel memory) resultieren, nennt man Hashtabellen. Bei der dahinter steckenden Idee, der Randomisierung, nimmt man den Zufall zu Hilfe, um ungünstige Datenkonfigurationen auszuschalten. 

Beim perfekten Hashing soll aus dem Namen (Schlüsselwert) eines Eintrages seine Adresse erkannt werden. Hierfür wird eine Hashfunktion h: X ( A vom Wertebereich X in den Adressraum A, wobei h(x) die Heimadresse liefert, an der x gespeichert ist, konstruiert. Es wird angenommen, dass n Elemente gegeben sind, sich ihre Werte nie ändern und keine neuen eingefügt werden. Eine Funktion soll die Werte kollisionsfrei, d.h. jeder Wert erhält seine eigene Adresse, abbilden. 

Perfekte Hashtabellen werden bei Compilern verwendet, um reservierte Symbole einer Programmiersprache, wie begin, if, then, ..., die sich nicht ändern, zu erkennen. Je größer n ist, desto schneller sind sie im Vergleich zu andere Tabellenorganisationsformen. Es wird damit aber auch zunehmend schwieriger perfekte (kollisionsfreie) Hashfunktionen zu finden. Deshalb setzt man Programme ein, die den Raum der Funktionen h: X ( A nach Hashfunktionen, die sich durch einfache Formeln darstellen lassen, absuchen. 

Die kollisionsfreie Adressberechnung ist normalerweise nicht realisierbar, da eine Tabelle nicht nur die Operation suche x sondern auch noch zumindest die Operation x einfügen ermöglichen soll. Es wird zuerst die Hashfunktion h: X ( A entworfen. Dann werden die einzufügenden Werte x1 ... xn zufällig gewählt. Der Wertebereich X ist größer als n. Hashfunktionen müssen viele potentielle Schlüsselwerte auf dieselbe Adresse abbilden. Es wird gehofft, dass die dünn gesäten Wert x1 ... xn wenige Kollisionen verursachen. 

Die Anzahl der Kollisionen soll auf eine vorhersehbare Zahl begrenzt werden. Dazu muss man wissen, dass alle realen Daten gewisse systematische Regelmäßigkeiten aufweisen. Kennt man diese, so kann man sie ausnutzen. Sind sie aber unbekannt, so kann eine unglücklich gewählte Hashfunktion dazu führen, dass mehr Kollisionen als erwartet auftreten. Daher soll eine Hashfunktion jede in den Daten vorhandene Ordnung eliminieren. Ziel ist es, die Hashadressen h(x1), ... h(xn) las statistisch unabhängig voneinander, von einer Gleichverteilung über dem Adressraum A erzeugt, zu betrachten. 

Eine Hashtabelle muss mit einer Kollisionsauflösungsmethode ergänzt werden. Dazu ist z.B. ein Überlaufspeicher, in dem alle Einträge, die an ihrer Heimadresse keinen Platz finden, da ein Synonym (ein anderer Eintrag mit identer Heimadresse) zuerst eingefügt wurde, abgelegt werden. 

Die eleganteste Kollisionsauflösungsmethode ist das doppelte Hashing (double hashing). Überlaufketten der kollidierenden Einträge werden in der Hashtabelle angelegt. Jeder Wert x, dem eine Adressfolge zugeordnet wird, wird in der ersten Zelle entlang seiner Adressfolge gespeichert und entlang selbiger gesucht. Der Nachteil besteht darin, dass das Löschen entweder unmöglich oder ineffizient wird. 

Hashtabellen erlauben den schnellsten Zugriff wenn die Tabelle noch genügend freie Zellen enthält. Den Zeitaufwand einer Suchoperation misst man durch die Anzahl der Proben (Zugriffe auf die Zellen). Die erwartete Anzahl von Kollisionen und deshalb auch die Suchzeit ist einerseits von der Anzahl n der Tabelleneinträge und andererseits von der Tabellengröße (Anzahl der Zellen) m abhängig. Die zu erwartende Anzahl von  Kollisionen ist ausschließlich vom Belegungsfaktor λ = n/m abhängig. Erfolgloses Suchen ist teuerer als erfolgreiches. Sollte erfolgloses Suchen öfter auftreten, so sollte eine Hashtabelle nicht zu mehr als 75 % gefüllt werden, da sie sonst ihres Vorteils des schnellen Suchens verlustig geht. Um nicht Speicherplatz zu verschwenden, sollte eine Tabelle ca. zur Hälfte belegt sein, was bedeutet, dass der Programmierer die Anzahl der n Einträge kennen sollte bevor er die Tabellengröße m bestimmt oder es wird eine ausdehnbare Form des Hashing gewählt. 

6.4. Verkettete Listen

Eine Liste oder Listenstruktur ist ein Netz von Zellen, die oft alle denselben Typ haben und mit Zeigern verknüpft sind. Zellen enthalten zu speichernde Information, Zeiger sind Wegweiser für Einbahnen, auf denen man sich im Netz bewegen kann. So baut man beliebige, modifizierbare Strukturen auf. Die Vorteile von Listen liegen darin, dass man die Freiheit hat, beliebige Verknüpfungen darzustellen und die Möglichkeit der dynamischen Speicherzuweisung hat, die es ermöglicht verfügbaren Speicher sparsam einzusetzen, wenn die Datenmenge, die während eines Programmlaufs anfällt, stark variiert. 

In höheren Programmiersprachen liefert der Aufruf der Systemprozedur, die meist new() genannt wird, eine neue Zelle vom ersehnten Typ, auf die der Programmierer mittels Zeigervariable indirekt zugreifen kann. Durch Umlenken des zeigers wird die Zelle wieder als frei erkannt und der Speicherbereinigungsprozess (garbage collection) sammelt diese Zellen wieder ein um sie zur neuerlichen Speicherzuweisung zu verwenden. 

Bäume sind am häufigsten unter den Datenstrukturen, die mit Listen programmiert werden. Listenimplementierungen liefern Bäume mit großer Bewegungsfreiheit, da sich ihre Struktur mit wenig Aufwand allein durch lokale Eingriffe verändern lässt. Sie sind daher bestens zur Verwaltung stark dynamischer Datenmengen geeignet. Obwohl man Daten an unvorhergesehenen Stellen einfügen und löschen kann, lässt sich die Liste dennoch so einrichten, dass alle Zugriffswege beschränkte Länge aufweisen. Das beste Beispiel hiefür sind ausgeglichene oder balancierte Bäume. Ein Wörterbuch mit n Einträgen ist so umsetzbar, dass jede Operation mit einem Zeitaufwand von O(log n) abläuft. 

Die Anforderungen an eine Klasse B von Bäumen, die sie zu ausgewogenen Bäumen machen lassen sich wie folgt formulieren: h(T) ist die Höhe, n(T) ist die Knotenanzahl eines Baumes T ( B. 

· Ausgewogenheitsbedingung: ( c > 0, ( T ( B: h(T) ( c * log n(T)

· Rebalancierungsbedingung: Wenn eine Einfüge- oder Löschoperation, ausgeführt in einem Baum T ( B, einen unausgewogenen Baum T ( B erzeugt, dann solle es möglich sein, T mit Zeitaufwand O(log n) zu einem Baum T’ ( B zu rebalancieren, was nicht leicht zu erfüllen ist. 

Schiefe Bäume (solche, die durch Einfügen oder Löschen eines Knotens aus ihrer Klasse herausgerutscht sind) werden mit Hilfe von Rebalancierungsalgorithmen wieder in ihre Klasse zurückgeführt. Da die Baumhöhe logarithmisch in der Anzahl der Knoten beschränkt ist, und da die Arbeit pro Knoten konstant ist, ist der Rebalancierungsaufwand O(log n)

7. Zusammenspiel von Algorithmus und Datenstruktur

7.1. Heapsort: Datenstruktur führt zum Algorithmus

Der Heapsort bietet die Vorteile eines kurzen Codes des effizienten Sortieralgorithmus und leistungsfähige Datenstrukturen. Der Haepsort ist ein optimaler Algorithmus im doppelten Sinne, in Bezug auf Zeit und Speicher:

· Da der Heap ein ausgewogener Baum mit h ≤ log2 n ist, beansprucht der Heapsort maximal einen Zeitraum von O(n * log n). 

· Er arbeitet mit Daten „an Ort und Stelle“ und beansprucht außer dem Platz für die Daten nur eine konstante Anzahl von Speicherzellen, unabhängig von n. 

Die Folge F = 8, 6, 7, 3, 4, 5, 2, 1 genügt der Heap‑Bedingung, weil gilt: 8 ≥ 6, 8 ≥ 7, 6 ≥ 3, 6 ≥ 4, 7 ≥ 5, 7 ≥ 2, 3 ≥ 1. Diese Beziehung kann man graphisch wie in Abbildung 4 veranschaulichen. 

Der Schlüssel k1 steht in der obersten Zeile. In der Zeile darunter findet man die Schlüssel k2 und k3. Die beiden Kanten zeigen die Beziehungen k1 ≥ k2 und k1 ≥ k3 an. Das allgemeine Schema lautet, dass in der Zeile j die Schlüssel k2^(j – 1) ganz links bis k2^j – 1 ganz rechts. Dieses Schaubild verkörpert den Heap als Binärbaum. Jeder Knoten des Baumes entspricht einem Schlüssel. Zwischen den Knoten und ihren unmittelbar nachfolgenden Kindknoten gibt es je eine Kante. An der Wurzel findet man stets den Knoten k1. Wird ein Heap als Binärbaum aufgefasst, so ist es möglich, die Heap‑Bedingung auch so beschreibbar, dass ein Binärbaum dann ein Heap ist, wenn die Schlüssel jedes Knotens immer mindesten die Größe haben, wie die Schlüssel der beiden Söhne, für den Fall, dass diese existieren. 
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Bild 4. Veranschaulichung der Schlüssel k2^(j – 1) -  k2^j – 1
Bild 4. [2] Heap – Visualisierung der Schlüssel

7.2. Plane-sweep, Warteschlange, Wörterbuch

Im Problem der nächsten Nachbarn sind n Punkte p1 ... pn in der Ebene gegeben. Gesucht ist ein Paar (pi, pj), das den paarweisen euklidischen Abstand d(pi, pj) = dij minimiert. Es sei δ = minijdij der minimale Abstand. Die Distanzberechnung d(pi, pj) wird als Elementaroperation betrachtet. Das Minimum über alle n * (n – 1)/2 Distanzen dij identifiziert ein Paar (pi, pj) nächster Nachbarn und den minimalen Abstand δ. 
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